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ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ О СКОРОСТЯХ РЕАКЦИЙ СИНТЕЗА 

В ПЛАЗМЕ С УЧЁТОМ НАДТЕПЛОВЫХ ТОПЛИВНЫХ ЯДЕР 

П.Р. Гончаров 

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, Санкт-Петербург, Россия 

Вычисление скоростей реакций необходимо не только для расчётов нейтронного выхода и мощности реактора, но и в качестве 

одного из способов верификации нейтронных спектров, так как распределение продуктов ядерного синтеза по энергиям и углам 

должно быть нормировано на полную реактивность. В статье приводится дополненное по сравнению с одним из первоисточни-

ков доказательство формулы для реактивности в случае, когда азимутально симметричные распределения взаимодействующих 

частиц по скоростям имеют вид разложений по полиномам Лежандра. Демонстрируются примеры вычислений для изотропного 

и анизотропного случаев. 
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A SUPPLEMENTARY NOTE ON FUSION REACTION RATES IN A PLASMA 

TAKING INTO ACCOUNT SUPRATHERMAL FUEL NUCLEI 
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Peter the Great Polytechnic University, Saint Petersburg, Russia 

Calculations of reaction rates are necessary not only for estimations of the neutron yield and the power of a reactor, but also as one of the 

methods for verification of neutron spectra because energy and angle distributions of nuclear fusion products should be normalized to the 

total reactivity. The paper describes an amended, compared with one of bibliographic sources, proof of the formula for the reactivity for 

the case when azimuthally symmetric velocity distributions of interacting particles are in the form of expansions in Legendre polynomi-

als. Examples of calculation results are given for the isotropic and the anisotropic case. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Вычисление скоростей реакций ядерного синтеза, а также энергетических и угловых распределений 

продуктов этих реакций является необходимой частью физического базиса для работ по созданию ис-

точников нейтронов и гибридных систем синтез—деление на основе установок с магнитным удержани-

ем плазмы [1—3], разработки бланкетов таких систем [4, 5], развития ядерных технологий управляемого 

синтеза [6—8]. Формулы для дифференциальных реактивностей (по кинетической энергии продукта 

синтеза и углу вылета в лабораторной системе) приведены в новой работе [9]. Эти расчёты также необ-

ходимы для анализа данных нейтронной спектрометрии термоядерной плазмы, подробно рассмотренной 

в недавних работах [10, 11] и ссылках в них. Кроме того, вычисление пространственных, энергетических 

и угловых распределений источников продуктов ядерного синтеза необходимо для экспериментальных 

и теоретических исследований удержания быстрых альфа-частиц и условия зажигания [12, 13].  

Скорость реакции ядерного синтеза, т.е. число элементарных актов взаимодействия между частица-

ми сортов «i» и «j» в единице объёма в единицу времени, есть 

 1 δij i j ij ijn n R R ,                                                                    (1) 

где дельта Кронекера ij обеспечивает двойку в знаменателе в случае реакции между ядрами одного сор-

та. Величина ij определяется плотностями топливных ядер in  и 
jn  и реактивностью 

      3 3 ,ij i i j j i jR f f d d   v v v v                                                         (2) 

которая представляет собой шестикратный интеграл по всему пространству скоростей топливных ядер с 

нормированными на единицу функциями распределения fi(vi) и fj(vj). Здесь  = vi – vj — модуль отно-

сительной скорости частиц сортов «i» и «j». Табличные данные и рабочие аппроксимационные формулы 
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для расчёта дифференциальных d/dС.М. (dС.М. — элемент телесного угла в системе центра масс) и 

полных () сечений реакций синтеза, в частности, D(D, n)He
3
 и T(D, n)He

4
, приведены в отчёте [14].  

В работе [9] объяснён вывод двух приводящих к одинаковому результату формул для энергетиче-

ских спектров продуктов ядерного синтеза в случае изотропных распределений топливных ядер по ско-

ростям: 
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и двух приводящих к одинаковому результату формул для распределения продуктов ядерного синтеза 

по энергиям и углам в анизотропном случае: 
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Здесь нижние индексы «1» и «2» соответствуют топливным ядрам, нижний индекс «3» соответствует 

какому-либо одному из двух продуктов синтеза. Для того чтобы производить вычисления дифференци-

альных реактивностей по формуле (3, а) или (3, б) в изотропном случае и двойных дифференциальных ре-

активностей по формуле (4, а) или (4, б) в анизотропном случае, необходимо использовать указанные в 

работе [9] формулы, выражающие все подынтегральные величины через переменные интегрирования.  

 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

 

В качестве одного из методов верификации полученных результатов в работе [9] применяется про-

верка соответствия между вычисленной независимо полной реактивностью (2) и интегралами от най-

денных распределений (3, а) и (3, б) по энергии либо интегралами от найденных распределений (4 , 

а) и (4, б) по энергии и углам. В случае изотропных распределений топливных ядер по скоростям фор-

мула (2) для полной реактивности может быть сведена к тройному интегралу 
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В случае анизотропных распределений топливных ядер по скоростям, обладающих азимутальной 

симметрией и выражающихся в виде разложений по полиномам Лежандра 
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где 1v  и 2v  — модули скоростей ядер сортов «1» и «2» и введены обозначения 1, 2 = cos1, 2 для косину-

сов полярных углов, формула (2) для полной реактивности может быть сведена к следующей сумме со 

слагаемыми в виде тройных интегралов: 
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Заметим, что формула (5) является, как и должно быть, частным случаем формулы (8), когда an(v1) и 

bn(v2) тождественны нулю для всех индексов, кроме нулевого, что и соответствует угловой изотропии. 

Изящное доказательство формулы (8) было дано в известной работе [15]. 
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В отчёте [16] приведено альтернативное доказательство формулы (8), особенность которого в том, 

что оно является исключительно аналитическим, в то время как в [15] используется геометрический 

приём, связанный с выбором полярной оси в пространстве скоростей. Аналитический формализм может 

быть полезен при работе с функциями распределения взаимодействующих частиц по скоростям вида (6), 

(7). Однако в приведённом в [16] доказательстве опущены некоторые детали, а также имеет место опе-

чатка в формуле, выражающей результат.  

В свете этого цель настоящей статьи состоит в том, чтобы привести исправленное и дополненное 

доказательство формулы (8) по методу [16] и продемонстрировать совпадение с результатом [15]. Кроме 

того, далее для наглядности изложено краткое независимое, т.е. не как частного случая (8), доказатель-

ство формулы (5) для изотропного случая. 

В качестве иллюстрации результатов вычислений приведены энергетические спектры для изотроп-

ного случая и распределения продуктов ядерного синтеза по энергиям и углам для анизотропного слу-

чая, а также полученные, исходя из этих распределений, интегральные по энергиям и углам значения, 

которые совпадают с полными реактивностями, вычисленными по формулам (5) и (8). 

 

СЛУЧАЙ ИЗОТРОПНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

 

Пусть функции распределения взаимодействующих частиц сортов «1» и «2» зависят только от мо-

дулей их скоростей. Для наглядности применим геометрический приём, использованный в [15] в более 

общем виде, непосредственно к изотропному случаю, так как это позволяет получить результат (5) в не-

сколько шагов. 

Действительно, введём сферические координаты v1, 1, 1 и сделаем интегрирование по d
3
v1 в (2) 

внешним, тогда с точки зрения внутреннего интеграла по d
3
v2 вектор v1 является фиксированным. Вве-

дём сферические координаты v2, 2, 2, выбрав направление вектора v1 в качестве полярной оси. Тогда 

полярный угол 2 в то же время является углом между векторами v1 и v2. Поскольку модуль относитель-

ной скорости при этом есть 

2 2

1 2 1 2 22 cosv v v v     ,                                                                (9) 

сделаем интеграл по d2 внутренним и выполним замену переменной от 2 к , учитывая, что  

2 2

1 2

sin
d

d
v v

 
   ,                                                                    (10) 

и изменяя соответствующим образом область интегрирования с отрезка [0, ] на отрезок [v1 – v2, (v1 + v2)] 
согласно (9). Интеграл по азимутальному углу 2 оказывается тривиальным и даёт множитель 2. В силу 

угловой изотропии интегралы по углам 1 и 1 также являются тривиальными и вместе дают множи-

тель 4. Таким образом, от шестикратного интеграла (2) приходим к трехкратному интегралу (5), что и 

требовалось доказать. 

 

СЛУЧАЙ АНИЗОТРОПНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

 

Для анизотропных, но азимутально симметричных распределений частиц сортов «1» и «2», вводя в 

(2) сферические координаты в пространстве скоростей v1 и v2, получаем  
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где согласно известной формуле для косинуса угла между двумя векторами, заданными в сферической 

системе, модуль относительной скорости есть  

  2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 cos cos sin sin cosv v v v           .                                        (12) 
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При подстановке (12) в (11) можно заменить cos(1 – 2) на cos1, так как интеграл от периодиче-

ской функции по любому отрезку длиной в период одинаков, т.е. интеграл по 2 оказывается тривиаль-

ным и даёт множитель 2.  

Можно производить вычисления реактивности непосредственно по формуле (11) для функций рас-

пределения общего вида. Для функций распределения, заданных в виде разложений (6), (7), формула (2) 

приводится к формуле (8). Далее приведено доказательство этого утверждения.  

Запишем дельта-функцию Дирака (u – 2
), тогда по её определению справедливо следующее 

тождество: 

     2 ,u u udu  




                                                            (13) 

где u  — рабочая переменная, имеющая размерность квадрата скорости. Используем интегральное пред-

ставление дельта-функции 

    2 21
. . exp
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 u v p ik u dk                                                              (14) 

и изменим порядок интегрирования, записав (2) следующим образом: 
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Введём обозначения 
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Тогда (15) можно переписать в виде 

   12 ,R u uG u du





                                                                (18) 

т.е. следуя работе [16], мы применили предложенный в ней формальный приём, переписав (2) пока в бо-

лее громоздком виде восьмикратного интеграла вместо шестикратного за счёт использования тождеств 

(13) и (14). Используем теперь сферические координаты в пространстве скоростей v1 и v2 и формулу (12) 

для модуля относительной скорости. Введённая функция (16) записывается в виде интегралов по новым 

переменным сферической системы координат: 
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Здесь предполагается азимутальная симметрия, т.е. f1(v1) и f2(v2) не зависят от углов 1 и 2. Далее 

воспользуемся разложением Бауэра, доказательство которого приведено в монографии [17] со ссылкой 

на оригинальную работу [18]: 
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  — сферические функции Бесселя I рода; Pn(X) — полиномы Лежандра. Тогда 
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Применим теперь теорему сложения для сферических гармоник [19] в следующем виде: 
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где  m

nP z  — присоединённые функции Лежандра. Поскольку   
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       для лю-

бых натуральных m, интегрирование по азимутальным углам в (21) оказывается тривиальным и даёт 

множитель 4π
2
, поэтому 
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Теперь подставим функции распределения топливных ядер по скоростям в виде разложений по по-

линомам Лежандра (6), (7) и дважды используем условие ортогональности 
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Получаем следующее выражение: 
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которое можно подставить в (17). Тогда, внося интегрирование под знак суммы, имеем 
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Для удобства вычисления внутреннего интеграла, с точки зрения которого величины u, v1 и v2 явля-

ются размерными параметрами, введём безразмерный параметр 
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                                                                         (28) 

и новую безразмерную переменную интегрирования 

y = –2v1v2k.                                                                          (29) 

Теперь перепишем внутренний интеграл в (27) в виде 
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Покажем, что справедливо следующее преобразование Фурье: 
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где функция П(x) равна единице на отрезке [–1, +1] и равна нулю вне его. Иными словами, 

П(x) = H(x + 1) – H(x – 1),                                                             (32) 
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где H(x) — единичная ступенчатая функция Хевисайда. Для экспоненты в подынтегральном выражении 

в левой части (31) воспользуемся разложением Бауэра (20). Согласно (32) пределы интегрирования в 

(31) можно сузить до отрезка [–1, +1], а множитель П(x) при этом опустить. Тогда, внося интегрирова-

ние под знак суммы, получаем 
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что действительно эквивалентно (31), учитывая условие ортогональности полиномов Лежандра. 

Таким образом получаем 
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                 (34) 

Подставив (34) в выражение для реактивности (18), сделав интеграл по du  внутренним, сузив его 

пределы интегрирования до отрезка [(v1 – v2)
2
, (v1 + v2)

2
], на котором подынтегральная функция не обра-

щается в ноль, и, наконец, перейдя к переменной интегрирования  = u  и изменив соответствующим 

образом пределы интегрирования, приходим к формуле (8), что и требовалось доказать. 

 

СЛУЧАЙ ТЕРМОЯДЕРНЫХ РЕАКЦИЙ 

 

Термоядерные спектры и полные скорости реакций можно использовать для верификации более 

общих формул, применимых для распределений общего вида. Для частного случая максвелловских 

функций распределения топливных ядер сортов «1» и «2» при одинаковой температуре 
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                                                 (35) 

формулу для энергетического спектра продуктов синтеза можно свести к двукратному интегралу 
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где M = m1 + m2,  = m1m2/M. Если угловой зависимостью сечения реакции можно пренебречь, то 

d/dC.M.  ()/4 и энергетический спектр продуктов термоядерного синтеза сводится к выражению 
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              (37) 

которое было выведено ещё в ранних работах, например, в [20]. Необходимые для расчётов формулы, 

явно выражающие все подынтегральные величины в (36) и (37) через переменные интегрирования, даны 

в работе [9]. 

Реактивности для термоядерного случая (35) для ряда наиболее важных реакций описаны, напри-

мер, в работах [21, 22] как функции температуры в виде готовых рабочих аппроксимаций. Формула (2) в 

этом случае сводится к однократному интегралу, который в обезразмеренном виде выглядит как 

  3/2

12 0

0

2
( ) ( ) ,R T y f y dy



   


                                                       (38) 

где безразмерная функция f(y) = ye
–y

, безразмерная переменная интегрирования y = 2
/ 2

0 , безразмерный 

параметр  =  2

0 /2T, 0  2,1910
8
 см/с обозначают атомную единицу скорости. 
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РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ 

 

Результаты расчётов полных реактивностей и энергетических спектров нейтронов, образующихся в 

реакциях дейтерий-дейтериевого и дейтерий-тритиевого синтеза, показаны на рис. 1 для изотропного 

случая. Использована та же аналитическая модель изотропной функции распределений скоростей дей-

тронов и тритонов, что и в работе [9].  

На рис. 1, a показаны четыре варианта функций распределения топливных ядер, соответствующие 

значениям доли надтепловых частиц 0, 2, 4 и 6% в максвелловской фоновой плазме при температуре 

8 кэВ, энергии инжекции быстрых частиц 500 кэВ и значении электронной плотности ne = 10
14

 см
–3

. Со-

ответствующие спектры нейтронов реакции D(D, n)He
3
 показаны на рис. 1, б, спектры нейтронов реак-

ции T(D, n)He
4
 — на рис. 1, в. Значения полных реактивностей для каждого случая также указаны на 

рис. 1, б, в. При этом значения реактивностей, вычисленные как площади под спектральными кривыми, 

совпадают с значениями, вычисленными по формуле (5). 

Анизотропный случай проиллюстрирован на рис. 2. Аналитическая модель для анизотропной функ-

ции распределений скоростей дейтронов и тритонов также соответствует работе [9]. Эта модель описы-

вает замедление и угловое рассеяние быстрых частиц, инжектированных моноэнергетическим источни-

ком в максвелловскую фоновую плазму. Она выбрана в качестве примера, поскольку является быстрой, 

простой и легко воспроизводимой. Безусловно, приведённые здесь формулы для реактивностей и рас-

пределений продуктов реакций можно применять и к функциям распределений других видов, в частно-

сти, можно использовать численные решения, найденные в рамках более сложных моделей. Подробно-

сти можно найти в работе [23] и ссылках в ней. 

Рис. 1. Максвелловские (серый цвет) и немаксвелловские распределения топливных ядер, соответствующие доле надтепловых 

частиц 2, 4, и 6% (а), спектры энергии нейтронов DD-синтеза (б), спектры энергии нейтронов DT-синтеза (в), соответствующие 

различным значениям доли надтепловых топливных ядер, ТD = ТT = 8 кэВ, Еinj = 500 кэВ 
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Рис. 2. Анизотропные немаксвелловские распределения дейтронов (светлее) и тритонов (темнее), соответствующие энергии 

инжекции 500 кэВ, доле надтепловых частиц 5% и значению угла инжекции 30º (a); распределение нейтронов DD-синтеза по 

кинетическим энергиям и углам, RDD = 2,310–18 см3с–1 (б); распределение нейтронов DT-синтеза по кинетическим энергиям и 

углам, RDT = 1,410–16 см3с–1 (в)  
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На рис. 2, a показаны распределения скоростей дейтронов и тритонов, соответствующие доле над-

тепловых частиц 5% в максвелловской фоновой плазме при температуре 8 кэВ, энергии инжекции быст-

рых частиц 500 кэВ, значении угла инжекции 30º и значении электронной плотности ne = 10
14

 см
–3

. Соот-

ветствующие угловые и энергетические распределения нейтронов реакции D(D, n)He
3
 показаны на 

рис. 2, б, угловые и энергетические распределения нейтронов реакции T(D, n)He
4
 — на рис. 2, в. Форма 

поверхностей, изображающих эти распределения, зависит как от распределений скоростей топливных 

ядер, так и от поведения дифференциальных сечений реакций синтеза.  

Соответствующие значения полных реактивностей также указаны на рис. 2, б, в. При этом значения 

реактивностей, вычисленные путём интегрирования двойных дифференциальных распределений по углу 

и энергии, совпадают с значениями, вычисленными независимо по формуле (8), как и должно быть. 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

В работе приведено дополненное доказательство аналитической формулы для вычисления реактив-

ности в случае, когда функции распределения скоростей взаимодействующих частиц имеют вид разло-

жений по полиномам Лежандра, по методу [16] и продемонстрировано совпадение с результатом [15]. 

Показано, что для найденных в работе [9] угловых и энергетических распределений продуктов ядерного 

синтеза выполняется условие нормировки на полную реактивность. Приведены примеры расчётов для 

изотропного и анизотропного случаев. 

Данная работа была частично поддержана Министерством образования и науки Российской Феде-

рации в рамках государственного задания № 1014 и проекта № 3.200.2014, а также Государственной 

корпорацией по атомной энергии «Росатом» в рамках контракта № H.4x.44.90.13.1100. Результаты были 

получены с использованием вычислительных ресурсов Санкт-Петербургского политехнического уни-

верситета Петра Великого и высокопроизводительного вычислительного кластера НИЦ «Курчатовский 

институт». 
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